5. BOLUM
KONGRUANSLAR

Kongrluanslar matematigin glincel hayatta farkinda olmadan
yaygin bir sekilde kullandigimiz kisimlarindan birisidir. Saat 16:00’da
Bursa terminalinden Diyarbakira hareket edecek otoblse bilet
aldiginizi ve Diyarbakirda’ki annenizi arayarak seyahatinizi haber
verdiginizi varsayalim. Yolculugun 18 saat slirecegini biliyorsunuz. O
halde matematiksel olarak yapacaginiz 16 + 18 = 34 toplamini
hesaplayip bunu ailenize bildirmek:

- Anne, ben saat 34'de geliyorum!

Tabii ki kongruanslardan ya da moduler aritmetikten haberi olsun
olmasin, hi¢ kimsenin bu tarz bir ifade kullanmayacagi asikardir.
CUnkl herkes gunin 24 saat oldugunu ve gece yarisindan sonra
saatlerin 25, 26, ... diye devam etmeyip sifirlandigini ve hergin
yeniden 1, 2, 3, ... diye devam ettigini bilir. Yani bilerek ya da
bilmeyerek 24 modunu kullanir. Hatta bazen &6glenden sonraki
saatleri de yeniden 1, 2, 3, ... seklinde baslatirnz. Ornegin saat 16:00
yerine 0gleden sonra 4:00 ya da kisaca saat 4:00 diyebiliriz. Bu
durumda da 12 modundan faydalaniriz. 50 giin sonraki dogum
glninizin haftanin hangi ginine geldigini bulmak istediginizdeyse
haftanin 7 gun oldugunu ve dolayisiyla buginun 7, 14, 21, 28, ... gin
sonrasinin bugunle ayni gun oldugunu disidnerek 50’nin igindeki
yedileri atariz. Geriye 1 kalir ve biz 50 gln sonrasiyla 1 gln
sonrasinin, yani yarinin, ayni gun oldugunu kullanarak 50 gun
sonrasinin hangi gun oldugunu kolayca buluruz. Bir baska o6rnek
olarak buglnin 14.08.2006 Pazartesi oldugunu ve seneye buglinin
hangi gin olacadini merak ettiniz diyelim. Yani 14.08.2007’nin
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haftanin hangi glni olacagini merak ediyorsunuz. 2007 yilinin artik
yil olmadigini dislinerek aradigimiz glintin 365 gin sonrasi oldugunu
ve 365’ten yedileri atarak bunun 1 gun sonrasiyla ayni gun olacagini,
yani 14.08.2007’nin bir Sali gunu olacagini buluruz. Bu son ki
ornekte de 7 modu kullaniimistir.

Bu bélimde tamsayilarda denklik (kongrient olma) kavramini
tanimlayacak ve daha sonraki bélimlerde kongriians denklemlerinin
¢dzUmunde ihtiyag duyacagimiz bazi &zelliklerini ele alacagiz.
Fermat'in kiiglk teoremini ve Euler'in genellestirmesini gérecegdiz. Bu
teoremlerin bazi blyuk sayilarin verilen bazi sayilara bélimdnden
elde edilecek kalanlari bulmada nasil kullanilabilecegini belirtecegiz.

5.1. TAM SAYILAR VE MODULER ARITMETIK
5.1.1. Tanim. m ¢ /Jolmak Uzere a, b € /igin
m | (a-b)
ise a ve b, m moduna gdre denktir (kongrienttir) denir ve
a=b(m)
yazilir.
5.1.2. Ornek. 8 = 2 (2), 17 = -3 (5) ve 16 =3 (4)ddir.

5.1.3. Teorem. a ve b tamsayilarinin m ile bélunduginde ayni
kalani vermeleri icin gerek ve yeter sart a =b (m) olmasidir.

ispat. (=)a ve b'nin m ile béliindiklerindeki kalanlar ayni

olsun. Yania=gm+r,b=gm +r (0 <r <m) olsun. a — b = (g*“q)m
oldugundan m | (a-b) yani a =b (m)’dir.

(<) a =b (m) olsun. a = b + km olacak sekilde bir k e 7/

vardir. Ayrica b’'nin m ile béliminden kalan r ise, yanib=gm +r (0 <
r <m) ise

a=(gm+r)+km=(q+k)m+r



dir. Yani a'nin da m ile boliminden kalan r’dir.

5.1.4. Uyari. a ve b'’nin m moduna goére denk olmasi, a ve
b’nin m ile bélindaginde ayni kalani vermesine denktir.

5.1.5.Teorem. Yukarida tanimlanan " =" bagintisi bir denklik

bagdintisidir. Bu baginti yardimiyla tamsayilar m tane farkli denklik
sinifina ayrilir. Bu denklik siniflarina m moddliine gére kalan siniflar
denir. Bunlarin kimesi Z, ile gosterilir.

Z,={01,..m-1}

ve

0={0+km;k € Z}
1={1+kmk e Z}
m-1={m-1+km;k e Z}

dir. Genel olarak
F:{r+km:keZ}:{n:nsr (m)}
seklindedir.

5.1.6. Ornek. 4 modundaki kalan siniflari

0={4k;keZ}={..~8,-4,048,.}
1={1+4k;keZ}={..,.~7,-3,159,.}
+4k;k ez} ={...~6,-2,2,6,10,...
+4k;keZ}={..,~5-137,11,.}

2={2
3=1{3

dir.



5.1.7. Uyari. Kalan siniflar ayriktir. Yani her tamsay! sadece
bir kalan sinifinda bulunur.

Simdi lineer kongruanslarin ¢éziminde kullanilacak olan bir
kavrami tanimlayacagiz.

5.1.8. Tanim. m modundaki kalan siniflarinin her birinden bir
tek eleman alinmasiyla elde edilen bir kimeye m modundaki bir
tam kalanlar sistemi denir.

5.1.9. Uyari. T, m modundaki bir tam kalanlar sistemi ise tam

m tane eleman bulundurur. Bu m elemanin iki tanesi secildiginde
bunlar denk degildir.

5.1.10. Ornek. {0.1,..m-1}, {12,..m} ve {23,..m+1}
kiimelerinin her biri m modundaki bir tam kalanlar sistemidir.

5.1.11. Ornek. Tam kalanlar sistemindeki elemanlarin ardisik
tamsayilar olmasi gerekmez. {0,17,-2,-11} ve {01234} 5

modundaki birer tam kalanlar sistemidirler. {0,1,10,15,4} kiimesi ise
degildir. Benzer sekilde {0,1,2,3,45} ve {6,13,-4,-9,2235}
kiimeleri de 6 modundaki iki farkli tam kalanlar sistemidir.

5.1.12. Teorem. (i) T, m modunda bir tam kalanlar sistemi
ise (a,m)=1 ve beZ olmak lizere

T'={ax+b|XeT}
kiimesi de  m modunda bir tam kalanlar sistemidir.

(i) T, m modunda bir tam kalanlar sistemi ise (a,m):d ve
beZ olmak tzere

T'={ax+b|xeT}

kiimesi m modundaki m tane sayinin m/d tanesini bulundurur.
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ispat. (i) ....
(i)

L)

5.1.13. Ornek. (i) m = 6 modunda T = {6,13,—4,-9,22,35}
kimesi bir tam kalanlar sistemi idi. a = 5 ve b = 13 alirsak (5,6) = 1 ol-
dugundan 5T+13 = {43,78,-7,—-32,123,188} kiimesi de 6 modunda

bir tam kalanlar sistemidir. Ger¢ekten de 43 =1 (6), 78 =0 (6), -7=5
(6), -32 =4 (6), 123 = 3 (6) ve 188 = 2 (6) olup her kalan sinifindan bi-
rer eleman bulunmaktadir. Ayni modda a = 4 ve b = 13 alinirsa
4T+13 = {37,65,—3,—23,101,153} kiimesi bir tam kalanlar sistemi ol-

mayacaktir. Cunkd (4,6) = 2 olup 1’den farkhdir. Gergekten de 37 = 1
(6), 65=5 (6), -3=3 (6), -23=1 (6), 101 =5 (6) ve 153 = 3 (6) olup
sadece 1, 3 ve 5 degerleri elde edilebilmekte, buna karsin 0, 2 ve 4
degerlerine ulagilamamaktadir.

Dolayisiyla 6nimuzdeki bélumde daha genis bir sekilde ele
alacagimiz gibi 5x+13 = 2 (6) kongruansinin bir ¢dézimu varken,
4x+13 = 2 (6) kongruansinin hi¢ bir ¢dziumu olmayacaktir. Gergekten
de 5x+13, 5T+13 kumesinde kalan m modunun tim degerlerini
degerleri alirken 4x+13 ise sadece 4T+13 kiimesinde kalan 1, 3 ve 5
degerlerini alabilecektir (bu degerlerin her birinin 2 farkli x degeri icin
elde edildigini unutmayiniz!). Dolayisiyla 4x+13 = 2 (6) kongriansinin
hi¢ bir cézimu olmayacaktir.

(i) m=12modunda T=1{0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11} bir
tam kalanlar sistemidir. a = 5 alirsak b ne olursa olsun (5,12) = 1
oldugundan aT+b kimesi bir tam kalanlar sistemi olacaktir. Dolayisiy-
la ¢ ne olursa olsun 5x = ¢ (12) kongriansinin bir ¢ézimu olacaktir.
Ancak a = 8 alindiginda 8T = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80,
88} olup bu kimedeki elemanlar 12 modunda 0, 4 ve 8 sayilarinin
denklik siniflarinda bulunurlar. Yani 12 modunda 8T kimesi {0, 4, 8}
kimesi halini alir. Bu da 5.1.12. Teoremin (ii) sikkinda sdylendigi gibi
(8,12) = 4 oldugundan 12/4 = 3 elemandan olusmaktadir. Bu ylzden
ornegin 5, 12 modunda 8T kimesinde kalmadigindan 8x = 5 (12)
kongruansinin ¢ézimu olmadigini kolayca soyleyebiliriz.



5.1.14. Teorem. a=b (m) ve c=d (m) ise

a) atc=b+d (m)
b) ac=bd (m)
c) ac=hc (m) ve (c,m)=nise a=b (%) "dir.

ispat. a) a=b (m), c=d (m) ise m|(a—b) ve m|(c—d) dir.

d)) ve béylece de atc=b=d (m) yazila-

H =

Dolayisiyla m|((a+c)-(b
bilir.

b) Verilenler k ve j birer tamsayi olmak Uzere a=b+km ve
c=d+ jm seklinde yazilabilir. Bu durumda ac =hd +m(bj +kd +kjm)

olacagindan ac=bd (m) elde edilir.#

5.1.14. Sonug. a=b (m), neN,ceZ olmak lizere
i) a"=b" (m)

i) atc=b+c (m)

iii) ac=bc (m)’dir.

ispat. Tanim kullanilarak kolayca gorilir. &

5.1.13. Teorem ve 5.1.14. Sonug¢ bize ayni moddaki kongri-
anslari taraf tarafa toplayip ¢ikarabilecegimizi, carpabilecegdimizi gos-
termektedir. Ayni zamanda bir kongruansin her iki tarafina bir sayiyi
ekleyip cikarabilir, ya da her iki tarafi istedigimiz sayiyla carpabiliriz.
Tek dikkat edilmesi gereken iki tarafi ayni say! ile bélmektir. Ornegin
6-5 = 6-7 (4) kongruansinda iki taraftaki 6’lari sadelestirirsek 5 = 7 (4)
kongriansini elde ederiz ki bu acgik bir sekilde yanlistir.

Bolme yaparken modun degisebilme ihtimali vardir. Teoremin
(iii) sikki geregi bolme yapildiginda mod kugulebilir. Cinkd mod, mod
ile boldigimiiz sayinin obebine bélinmelidir. Ornegdin 6:5 = 6.7 (4)
kongriansinda her iki taraftaki 6'lar sadelestirildiginde modun 6 ile



4’Gn obebi olan 2 ye bélinmesi gereklidir. Bu durumda 5 = 7 (4/2)
yani 5 =7 (2) elde edilir ki bu da dogrudur.

Bu sonuglardan faydalanarak uygulama alani ¢ok fazla olan
asagidaki teoremi elde edebiliriz:

5.1.15. Teorem. a=b (m) ve f(x) tamsay: katsayili bir poli-
nom ise

dir.

Ispat. P(x)=a X" +..+a,x+a, ise

P(a)-P(b)=a,(a"—b")+..+a,(a-b)

m‘(a” —b”),...,m|(a—b)

oldugundan sag taraf ve dolayisiyla da sol taraf m ile bélindr. Boy-
lece P(a)=P(b) (m) dir.

5.1.16. Ornek. P(x)=2x*-3x+1 ve 2=5 (3) olsun.
P(2)=22°-32+1=3 ve P(5)=25°-35+1=36
olup 3=36 (3)’tir.
5.1.17. Teorem. a=b (m) ise
(a.m)=(om)

dir.



ispat. a=b (m) ise k bir tamsayi olmak tizere a=b-+km sek-
linde yazilabilir. (a,m)=d diyelim. d|a ve d|m oldugundan
d|(a—km) olup d|b bulunur. Bdylece d sayisi b ve m sayilarinin
bir ortak bélenidir.

ikinci olarak t de b ile m sayilarinin bir bagka ortak béleni
olsun. t|b ve t|m oldugundan t|(b+km) yani t|a olur. (a,m)=d

oldugundan t|a ve t|m iken t|d olmalidir. Béylece d =(b,m) dir.

5.1.18. Tanim. Z'deki “+" ve “." sirasiyla

a+b=a+b
ab=ab
seklinde tanimlanir.
5.1.19. Uyari. Yukarida tanimlanan “+” ve “” Islemleri iyi

tanimhdir. Yani bu iglemler denklik siniflarinin a ve b temsilcilerine
bagl degildir.

Ornegin Z, daki “+” ve “.” tablolari

+/01 2345 .10 1 2 3 45
0/012 345 0f0 0 00OO0O
11123 450 110 1 2 3 45
21234501 2(0 2 402 4
3|3 45012 3]0 3 03 03
41450123 410 4 2 0 4 2
5(5012 3 4 5(0 54321

seklindedir.

5.1.20. Tanm. acZ, ve (a,m)=1 ise a elemanina bir asal

kalan sinif denir. Asal kalan siniflarin kimesine m modunun bir
indirgenmis sistemi denir.
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5.1.21. Sonu¢. m asal ise 0 hari¢ tim kalan siniflari asal
kalan siniflardir.

5.1.22. Teorem. Iki asal sinifin carpimi yine bir asal siniftir.

ispat. a ve b, m modunda iki asal kalan sinifi olsun. Yani
(a,m)=1 ve (bm)=1 olsun. (ab,m)=1 oldugunu gostermek

istiyoruz. (a,m)=1 oldugundan ax + my = 1 olacak sekilde x ve y
tamsayilari vardir. Benzer sekilde (b,m)=1 oldugundan bx’+ my’=1

olacak sekilde x” ve y’ tamsayilari vardir. Taraf tarafa ¢carpma
yapilarak

(ax+my)(bx’'+my)=1
ve boylece
abxx’+ m(axy’+ bxy +myy) =1

elde edilir. Bu da parantez igi bir tamsayl oldugundan (ab,m)=1

oldugu anlamina gelir. Yani iki asal kalan sinifin garpimi da bir asal
kalan siniftir. &

5.1.23. Teorem. 7, m modunun bir indirgenmis sistemi ve
(a,m)=1 ise

f'={ax:xef}
kimesi de m modunun bir indirgenmis sistemidir.

ispat. /, m modunun bir indirgenmis sistemi oldugundan I
kimesindeki her bir x elemani igin (x,m):l olmaktadir. Ayrica

(a,m)=1 verildiginden 5.1.22. Teorem geregi (ax,m)=1 olur. Bu da

ax elemanlarindan olusan I’ kiimesinin m modunda bir indirgenmis
sistem oldugunu goésterir. &



5.1.24. Ornek. 8 modiiliiniin bir indirgenmis kalanlar sistemi
[={1,3,57} kimesidir. a=3 alrsak (3,8)=1 oldugundan

['=31={3,9,15, 21} olur. Bu da bir indirgenmis kalanlar sistemidir.

5.2. Fermat ve Euler Teoremleri

Bu kisimda bazi buyuk sayilarin belirli sayilarla béluminden
kalanlari belirlemenin yollarini inceleyecegiz. Bu problemle ilgili olarak
ilk sonucu 1640’ yillarda Fermat'nin bdlen sayinin asal olmasi
durumunda verdigini; daha sonra da 1730’lu yillarda bu sonucun tim
dogal sayilara Euler tarafindan genellestirildigini gérecegiz. ilk olarak
asagidaki iki 6rnegdi ele alalim:

5.2.1. Ornek. 2*’un 15 ile béliminden kalani belirleyelim.
2=1 (15) oldugundan 5.1.4. Sonug geregi (2) =1 (15)
yani 2® =1 (15) bulunur. Ayrica 2°=4 (15) oldugundan Teorem

5.1.13.(b) geregi 2*.4=14 (15) ve bdylece 2* =4 (15) bulunur.
Bu demektir ki 2*° sayisinin 15 ile béliminden kalan 4 tir.

5.2.2. Ornek. 3%¥ ’'nin 29 ile bdlimiinden kalani bulalim.

32 =9 (29)

3 =-2 (29)
3'=-6 (29)
3° =11 (29)
3 =4 (29)

3 =12 (29)
3* =7 (29)

3°=-8 (29)
3 =5 (29)
31 =15 (29)
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32 =16 (29)
3% =-10 (29)
3" =28 (29)

elde edilir. Goéruldiagu gibi hedeflenen 1 dederine hala ulasamadik.
3’0n hangi kuvvetinde 1 elde edilecegini bilebilseydik bunca isleme
gerek kalmazdi. Aslinda 28 = -1 (29) olduguna dikkat edersek yukari-
da yapilan iglemler kadar daha igslem yapmaktan kaginmis oluruz.
Gergekten de

328 = (314 )2 = (_1)2 51 (29)
oldugundan
(3%) 3°=13"=27 (29)
elde edilebilir. Yani 38”’nin 29 ile bélimiinden kalan 27’dir.
ilk drnekte 2'nin dérdinci kuvvetinde 1 elde ettik ve soruyu
kolayca cevaplayabildik. Ancak 5.2.2. Ornekte oldugu gibi bazen
verilen sayinin kuvvetlerinden 1 olani bulmak zor olabilir. Bu tir bir

durumda asagidaki sonuglar faydali olacaktir:

5.2.3. Teorem (Fermat’nin kuguk teoremi). p asal ve
(a,p)=1 ise bu taktirde

a’' =1 (mod p)
dir. Denk olarak a” =a (mod p) dir.

ispat. Burada 0, 1, 2, ..., p-1 sayllar, p modunda bir tam
kalanlar sistemidir. Boylece bir dnceki teorem geregi, 0, a, 2a, ..., (p-
1)a sayilari da bir tam kalanlar sistemi olur. Bu iki listeden herhangi
birindeki bir eleman mutlaka digerinde bir tek elemana denktir. 0
disindaki tim elemanlari ¢arptigimizda, 4 geregi

a.2a....(p-a =1.2. ... (p-1) (p)
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veya denk olarak

(p-1)taP = (p-1)! (p)
yazabiliriz. Sadelestirme sonucunda istenen elde edilir. %

17. ylzyilda Euler bu teoremi genellestirmistir.
5.2.4. Teorem (Euler). (a,m)=1 ise a’™ =1 (m) dir.

ispat. ....

5.2.5. Teorem (Wilson). p bir asal sayl olmak Uzere

(p-1)!=-1 (p)
dir.

ispat. Eger p = 2 veya p = 3 ise ispat asikar olacagindan
dolayi p > 3 oldugunu varsayabiliriz. a sayisi 1, 2, ..., p-1 sayilarindan
biri olsun. ax = 1 (p) kongruansini ele alalim. (a,p) = 1’dir. Bu sebeple
eger x degiskeni 1, 2, ..., p-1 degerlerini alirsa, ax; p modunda O
digindaki tum degerleri alacaktir. Yani kongruansi saglayan bir tek x
degeri mevcuttur.

1, 2, ..., p-1 sayllarini p modunda carpimi 1 olan ciftlere
ayirabiliriz. Hangi eleman ciftlerinin birbirine esit iki sayidan
olustugunu aragtirahim. Diyelim ki bu cift a ve a olsun. Bu taktirde
carpimlari 1 oldugundan a? = 1 (p) olup a>~1 =0 (p) ve buradan

pl(a-1)(a+1)

elde edilir. Bu da p|(a+1) veya p|(a-1) anlamina gelir. Burada p hem
a-1’i, hem de a+1’i ayni anda bdélemez. Clnkl dyle bir durumda p, bu
iki sayinin farki olan 2’yi de bdlmek zorunda kalirdi. Bdylece a =1 (p)
veya a = -1 (p) olurdu. Ancak 1 <a < p-1oldugundanyaa=1yadaa
= p-1 olmahdir. Yani 1 ile p-1 arasindaki sayilardan sadece 1 ve p-
1’in tersleri kendileridir. Diger tUm sayilarin kendilerine esit olmayan
birer carpimsal tersleri mevcuttur.
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2, 3, ..., p-2 seklindeki p-3 adet sayi ile
234....(p-2)=1 (p)

olacak sekilde (p-3)/2 tane ¢ift elde ederiz. Buradan iki tarafi p-1 ile
carparak (p-1)! = p-1 =-1 (p) elde ederiz.%

5.2.6. Ornek. p = 11 olsun. O halde

(p-1)! = 10!
=1.2:34.5.6.7-8:9-10

carpiminda 2.6 =1 (11),34=1 (11),59=1 (11)ve 78=1 (11)
oldugundan 2 ile 6, 3 ile 4, 5 ile 9 ve 7 ile 8 birbirlerinin carpmaya
gore tersleridir. Geriye kalan 1 ve 10 sayilarinin tersleri kendileridir.
Dolayisiyla
10! =1.10-(3-4)-(2-6)-(7-8)-(5-9)

=1.10-1-1-11

=10

=-1(10)
elde edilir.

5.2.7. Sonug. p, 4m+1 seklinde bir asal sayi ise, n = (2m)!
olmak tzere p|(n?+1) dir.

ispat. -1,-2, ..., -2m
4m, 4m-1, ..., 2m+1

seklindeki iki sayl grubunu dusunelim. Alt satirdaki her bir elemanin
tam Ustinde kalan elemanla farki p oldugundan bu iki eleman p
modunda birbirine denk olur. Béylece

4m.(4m-1). ... 2m+1) = (-1).(-2). ... .(-2m) (p)

olur. Buradan da

(@m)! ={2m)¥* (p)
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elde ederiz. n = (2m)! denilirse, Wilson teoremi geregi (4m)! = (p-1)!
=-1 (p) oldugundan n? =-1 (p) sonucu elde edilir.%

5.2.8. Teorem. p asal olsun. a ve b iki tamsayi ise
a + bP = (a+b) (p)
dir.
ispat. Fermat’'nin kiigiik teoremi (5.2.3. Teorem) geregi, her ¢
tamsayisi i¢in c? = ¢ (p)’dir. ¢ = a+b olsun. (a+b)P = a+b (p)dir. Ayrica
aP=a, bP=b (p) oldugun-dan istenen sonug goralir. &

5.2.9. Ornek. 5%®’in 13 ile bolimiinden kalani bulalim.

Euler teoremine gére 5% =1 (13) yani 5% =1 (13) ve
5% =1 (13) olur. Sonugta 5% =5*.5? =25=12 (13) bulunur.
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ALISTIRMALAR

1) (x,6)=1 ise,
x2=1 (24)

oldugunu gésteriniz.

2) Tam kare olan tim sayilarin son iki basamagini belirleyiniz.

3) Mod 7 de
a) hepsitek
b) hepsi ift
c) hepsi asal
d) hepsitam kare

olan bir tam kalanlar sistemi bulunabilir mi?
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4) 2% sayisi mod 19 da nedir?

5) Her a tamsayisi igcin a*® — a farkinin 30 ile
bollnebildigini gosteriniz.

6) Euler Teoreminden faydalanarak
fx)=x1"+6x1¥+2x°+1=0 (5)
kongrtansinin tim koklerini belirleyiniz.
7) Wilson Teoremi’ni ispatlayiniz:
“Bir n tamsayisinin asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(n-1)! =-1 (n)
olmasidir.”

8) p bir tek asal sayi olsun.
X*+1=0 (p)
kongriansinin bir gdzimunin olmasi igin gerek ve yeter sartin
p=1 (4)
olmasi oldugunu gosteriniz.

9) x>+1=0 (13) kongriiansinin ¢dzimlerini arastiriniz.

10) (m,n) = 1 olsun. x, m modundaki bir indirgenmig
kalanlar sistemindeki tim degerleri alirken ve y de, n modundaki bir
indirgenmis kalanlar sistemindeki tum degerleri alirken nx + my
toplaminin da mn modundaki bir indirgenmis kalanlar sistemindeki
tum degerleri alacagini gosteriniz.

11) f(x) katsayilari tamsayilar olan bir polinom olsun. Eger belli

bir n > 1 i¢in f(x) = 0 (n) kongruansinin hi¢bir ¢ézimu yoksa f(x) = 0
denkleminin de tamsayi ¢déziimlerinin olamayacagini gosteriniz.
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12) f(x):xs—x2+x—3 polinomunun tamsayi koklerinin

bulunmadigini gosteriniz.

13) Tum x tamsayilar icin f(x) degerleri asal olacak sekilde
sabit olmayan tamsayi katsayili bir f(x) polinomunun mevcut
olamayacagini gosteriniz

14) n/ler aralarinda asal tamsayilar olmak Uzere

n=np..ng
olsun. f(x) ise katsayilari tamsayilar olan bir polinom olsun. Her bir i =
1, ..., kigin,

fx)=0 (nj)
olacak sekilde N; tane denklik sinifi bulunsun. Bu durumda Z,'de

fx)=0 (n)

olacak sekilde N = N ... Nx adet denklik sinifi bulundugunu goésteriniz.

15) x2=1 (n) ozelligindeki x € Z, siniflarinin sayisi olan
N’yi belirleyiniz.

16) x>-1 = 0 (168) kongrUansinin kag tane ¢6zim sinifi
oldugunu bulunuz.

17) Farkh asallarin c¢arpimi seklindeki bir saylya kare
icermeyen say!i denilir. Her k dogal sayisi icgin, higbiri kare icermeyen
sayl olmayan ardisik k tamsayi bulunabilecedini gosteriniz.

18) Polinomlar icin Lagrange Teoremi’ni ispat ediniz:

“‘p asal ve

f(x) =agxd + ... + aix + ao

tamsay! katsayil bir polinom olsun. Belli bir i icin a;, p modunda sifira
denk degil ise,
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fx)=0 (p)
kongriansi, en gok d tane kalan sinifi tarafindan saglanir.”

19) p bir tek asal sayi ise

1 1 1
r=1+—-—+—-—+...+——
2 3 p-1
rasyonel sayisinin (indirgendikten sonra) payinin p ile

bdlinebildigini gosteriniz. Ayrica p > 3 ise, r nin p ile
bollnebildigini gosteriniz. (Wolsten — Holme teoremi)

20) Z, den Z, ye bir f fonksiyonu verilsin. EGer her bir x e

Zp igin
fx)=9(x) (p)

olacak bicimde tamsay katsayili bir g(x) fonksiyonu bulunabiliyorsa f
fonksiyonuna bir polinom denilir. Iki farkli polinom ayni fonksiyonu
tanimlayabilir. (Ornegdin, x ve xP polinomlari). Z, den Z, ye tam pP
tane polinom oldugunu gdésteriniz ve bunun sonucu olarak, Z, den
Z, ye her bir fonksiyonun bir polinom olmasi gerektigini bulunuz.

21) p ve g asal olsun.

Dy(X) =1+ x+x2+ ...+ x4t
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dongusel polinomunu g6z 6ndne alalm. p =1 (q) ise, ®q(X)

o |

polinomunun Z, de g-1 koku oldugunu, = q iken bir, diger
hallerde hi¢ kdke sahip olmadigini gosteriniz.
22) X8 +4x1% +3x+10=0 (21)

kongrdansinin tim koéklerini bulunuz.
23) ab=1 (p)

olacak sekildeki a, b € Z, elemanlarini ikiser ikiser sayarak, p asal
iken

(P-1!=-1 (p)
oldugunu gésteriniz.

24) p =5 olsun. p nin asal olmasi icin gerek ve yeter sartin

6(p-4)'=1 (p)
oldugunu gésteriniz.
25) 31492 sayisinin son iki basamagini hesaplayiniz.

26) (a,10) = 1 iken a? sayisinin son (¢ basamaginin
a’'ninkilerle ayni oldugunu gosteriniz.

27) ab=1(m)

ve a nin m modundaki mertebesi h ise, b nin m modundaki
mertebesinin de h oldugunu gdsteriniz.

28) p asalsayiolsun. ap# 0 (p) olmak Uzere;
aptax+tax2+..+axn=0 (p)

kongriansinin en fazla n tane ¢6zUmunun olabilecegini gosteriniz.
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29) x3+4x+8=0 (15) kongrlansini ¢6zUniz.

30) p bir asal sayl ve a nin p modundaki mertebesi 3
olsun. Buna gére

l+a+a2 = 0 (p)

oldugunu ve 1+a elemaninin mod p de 6. mertebeden oldugunu
gOsteriniz.

31) p bir tek asal sayi olsun. Bir a tam sayisinin p modunda
2. mertebeden olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

=-1 (p)
oldugunu gosteriniz.

32) m modunda a nin mertebesi h ve b nin mertebesi k
olsun. (h,k)=1 ise, a.b nin mertebesinin h.k oldugunu gosteriniz.

33) a nin p asal modundaki mertebesi h olsun. Eger h cift
ise

ah/2 =-1 (p)
oldugunu godsteriniz.

34) m modunda a nin mertebesi h ise, a, a2, a3, ..., ah
sayilarindan herhangi ikisinin denk olamayacagini gosteriniz.

35) p, p=1 (4) o6zelliginde bir asal sayi olsun. Eger bir g
tamsayisi p modunda bir ilkel kdk ise —g nin de bir ilkel kdk
oldugunu gésteriniz.

36) a sayisinin f(x)=0 (m) kongruansinin bir koki olmasi
igin gerek ve yeter sartin

f¥)=(x—a)g(x) (m)
olacak sekilde bir g(x) polinomunun bulunmasi oldugunu gdsteriniz.
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37) ao, mod p de sifirdan farkli oimak uzere
f(X)=aox"+ ... + an

polinomu igin  f(x) = 0 (p) kongriansinin en ¢gok n koku vardir.
Gdsteriniz.

38) p asalve d|(p-1) ise
x'=1 (p)
kongruansinin tam d koékinun oldugunu gosteriniz.

39) Euler Teoreminden faydalanarak her x tamsayisi ve her
p asaliigin

xp—1-1 = (x-1)(X-2) ... (x-p+1) (p)
oldugunu gésteriniz.

40) Bir dnceki problemde x = p yazilirsa hangi sonug elde
edilir ?

41) Kongruanslardan faydalanarak 9 ile bdlinebilme kuralini
elde ediniz.

42) Kongrianslardan faydalanarak 11 ile bollinebilme icin bir
kural bulunuz.

43) Eger
f(xX) = apXx" + ar-x" "+ ... + an

tamsay katsayili bir polinomsa ve p, aps sayisini bélmeyen bir asal
ise

fx)=0 (p)

kongriansinin  p modunda en ¢ok n tane ¢6zUmd vardir.
Gosteriniz.
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44) 28x=91 (35) kongriansinin ¢ézUmunu bulunuz.

45) Euler Teoremini ispatlayiniz: “(a,n)=1 ise

a?(N) =1 (n)
dir.”
46) 8x=9 (24) kongruansinin ¢ézim kimesini bulunuz.

47) (p-1)!+1 toplamini bélen en kiguk asal sayinin p oldugunu
gosteriniz.

48) Fermat’nin Klglik Teoremini ispatlayiniz: “a € Z ve p, a yi
bdlmeyen bir asal sayi olsun. a, p modunda sifira denk degilse

aPt=1(p)
dir.

49) 25 +1’in 19 ile béliminden kalani bulunuz.

50) 3749 sayisinin 7 ile boélimunden elde edilen kalani
bulunuz.

347

51) Fermat Teoremini kullanarak nin 23 ile béliminden

kalani bulunuz.

52) Her n tamsayisi igin n33—n sayisinin 15 ile

bollnebildigini gosteriniz.
53) (a,m)=(a-1,m)=1 ise

1+a+a+..+a?(M-1_g (m)
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oldugunu gosteriniz.

54) p asal olsun ve a yiI bdlmesin. x:ap_2 -b sayisinin
ax=>Db (p) kongriiansinin bir ¢éziimi oldugunu gosteriniz.

55) p=1 (4) ozelliginde bir p asali igin

2
((pT‘l)!j =1 ()

oldugunu gosteriniz.

56) Bir dnceki sorunun ¢ézimuande verilen (*)'1 kullanarak
a) x2=-1 (13)

b) x2 =1 (17)
kongrianslari igin bir ¢ézim bulunuz.

57) 17 modunda 16! sayisinin —1’e denk olup olmadigini
belirleyerek 17’nin bir asal olup olmadigina karar veriniz.

58) n sayisi 5 ile bolinmeyen bir sayl ise 5 modunda n*
sayisinin alacagi degerleri belirleyiniz.
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6. BOLUM

LINEER KONGRUANSLAR VE LINEER DIOPHANT
DENKLEMLERI iLE ILigKi

Bu boélimde 5. Bolimde tanimladigimiz denk (kongrtent) ol-
ma kavramindan faydalanarak lineer kongrians denklemlerini incele-
yecegiz. Ilk kisimda tek degiskenli lineer kongriianslari ele aldiktan
sonra ikinci kisimda bu kongrtanslarin lineer Diophant denklemleri ile
iliskisi incelenecektir. Son bdlimde ise tek degiskenli kongrianslar
icin elde edilen sonuglar iki degiskenli duruma genellestiriimis ve da-
ha fazla dedisken olmasi durumunda nasil genellestirme yapilabilece-
gi belirtilmistir.

6.1. Tek Degigkenli Lineer Kongruanslar

6.1.1. Tanim. a, b tamsayilar ve mfa olmak Uzere ax =b (m)

seklindeki bir ifadeye tek degiskenli lineer (birinci dereceden) bir
kongriians denklemi denir.

6.1.2. Uyari. Eger xi, ax =b (m) lineer kongriansinin bir
¢6zumu ise k bir tamsayi olmak Uzere x:+km sayisi da bu kongruansi
saglar. O halde bu tir kongrianslar igin 0 < x; < m olacak sekildeki
sayllarin ¢6zim olup olmadidini incelemek yeterlidir.

6.1.3. Ornek. 5x = 2 (6) kongriiansinin ¢éziimlerini deneyerek
bulalim.
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Sadece 0, 1, 2, 3, 4, 5 degerlerini denemek yeterlidir. Bunlar-
dan x = 4’lin bir ¢6zim oldugu goéralir. O halde tim ¢dézimler

4 ={x:x=4 (6)}
kimesindeki tamsayilardir.

6.1.4. Uyari. (1) Bazi lineer kongrtanslarin ¢6zimu olmaya-
bilir. Ornegin 2x = 3 (4) ve 3x =5 (12) kongrianslarinin ¢dzimleri
mevcut degildir. Birincide 2x-3 her zaman tek bir sayi oldugundan hig
bir zaman 4 ile bélinemez ve kongrians tanimi geregi hi¢ bir x degeri
icin 2x =3 (4) olamaz.

Bazi kongruanslarin ise birden fazla denklik sinifinda kalan
goziimleri mevcuttur. Ornegdin 2x =6 (8) kongriiansinin ¢éziimleri 3
ve 7 siniflarindaki tim tamsayilardir.

(2) Mod degisince verilen bir kongriansin ¢dézumlerinin de de-
gisecegi aciktir.

6.1.5. Tanim. Ayni denklik sinifinda kalan ¢ézimlere denk
¢o6ziimler, farkli siniflarda kalanlara da denk olmayan ¢éziimler de-
nir.

6.1.6. Ornek. Yukarida 2x =6 (8) kongriiansinin ¢ézimlerinin
3 ve 7 siniflarindaki tim tamsayilar oldugunu gérdiik. Burada 3 ile

11, 3 sinifinda kaldiklarindan denk c¢oziimler; 11 ile 15 ise farkli
siniflarda kaldiklarindan denk olmayan ¢éziumlerdir.

6.1.7. Teorem. (a,m) =1 ise ax=b (m) kongriansinin bir tek
¢6zUma vardir.

ispat. T, m modunda bir tam kalanlar sistemi olsun. 5.1.12.
Teoremde b = 0 alindiginda {ax: xeT} kimesinin de (am) = 1
oldugundan bir tam kalanlar sistemi olacagi gérulir. Dolayisiyla
verilen bir b tamsayisi i¢in ax = b (m) olacak sekilde bir tek b = ax ve
dolayisliyla bir tek xe T mevcuttur. &
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Simdiye kadar olan kisimda verilen bir lineer kongriiansin
¢6zimulndn deneme yoluyla nasil bulunabilecegini ve hangi durumda
bir tek ¢6zim olacagini belirledik.

6.1.8. Teorem. (a,m) = 1 olmak Uzere ax = b (m) lineer
kongriansinin ¢ézimi

X =a’m1ph (m)
seklindedir.

ispat. Euler teoremine gére a®™ = 1 (m)'dir. O halde 5.1.14.
Teorem (iii) geregi a“™.b = b (m) olur. O halde

ax=Db (m)
kongriansinda Euler teoreminden faydalanarak
ax=a“m.b (m)

elde edilir. Burada (a,m) = 1 oldugundan her iki taraf a'nin tersi ile
carpilarak

x=a%m-1b (m)
elde edilir. &

6.1.9. Ornek. 3x = 5 (8) kongriiansinin ¢dzim kimesini
bulalim. (3,8) = 1 oldugundan

x =34915 (8)
=315 (8)
=135 (8)
=7 (8)

bulunur.

6.1.10.Teorem. d = (a,m) olmak Uzere ax = b (m) lineer
kongriansinin ¢dézimdnin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d|b
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olmasidir. Bu durumda tam d tane ¢6zim vardir. Bu ¢ézimler, xo bir
Ozel ¢ozim olmak Uzere

xo, Xo+ 1 ok 20 o (A2
0, A0 d; 0 d y reny AO

seklindedir.

ispat. Lineer Diophant denklemleriyle iliskisinden (jones, p 47)
6.2 ile birlestir.

a ile modun aralarinda asal olmalari durumunda asagidaki

0zel durumu elde ederiz:

6.1.11. Sonug¢. (a,m) = 1 ise ax = b (M) lineer kongriansinin
bir tek ¢6zUmu vardir.

6.1.12. Ornek. 6x = 3 (21) lineer kongriansinin ¢ézim
kimesini bulalim.

Coziim. (6,21) = 3 ve 3/3 oldugundan 3 tane ¢6zim vardir.
6x =3 (21) ise Oncelikle

2x =1 (7)
alinz. 7 modulindeki kalanlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oldugundan bunlar
icinde bir tek x = 4 degeri yukaridaki kongriansi saglar. Dolayisiyla
21 moduline gore
C={+7tt=0,1, 2} ={4,11,18}
dir.
6.1.13. Ornek. 7x =9 (21) icin (7,21) = 7 { 9 oldugundan

¢6zUm yoktur.

6.2. Lineer Kongriianslar ve Lineer Diophant Denklemleri
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Yukarida gordik ki bir lineer kongriansin ¢6zimuU her zaman
olmayabilir. d = (a,m)|b ise bir ya da daha fazla ¢6zumin mevcut
olacagl da buldugumuz sonuglar arasindaydi. Bu boélimde lineer
kongrianslarin ¢ézimlerinin mevcut olmasi durumunda bunlarin nasil
bulunabilecegini gbrecegiz. Bunu da lineer Diophant denklemlerinin
¢6zUimlerinden faydalanarak gerceklestirecegiz. Kisacasi lineer
Diophant denklemleri ile lineer kongriuanslarin ¢ézimlerini birbirinden
faydalanarak bulabilecegimizi gorecegiz.

ax = ¢ (b) lineer kongruansinin ¢dézimlerinin bulunmasi ax +
by = ¢ lineer Diophant denkleminin ¢cézimlerinin bulunmasina denktir.
Hatirlanacagi gibi ax + by = ¢ denkleminin tim ¢oézimleri, (Xo,Yo) bir
Ozel ¢bzim ve t bir tamsayi olmak Uzere

b a
X=XO+Et’y:y0—Et

seklindeydi. Yani ax = ¢ (b) kongrGansinin genel ¢ézimu

x—x+bt
= Xot —
d
seklindedir.
Tabii ki lineer Diophant denklemlerinin ¢dzimleri (x,y) ikilileri

seklindeyken lineer kongruanslarin ¢ézumlerinin sadece x seklinde
olusu aradaki tek farktir.

6.2.1. Ornek. Lineer Diophant denklemleri igin ikinci bélimde
elde ettigimiz ¢6zum yodnteminden faydalanarak 21x = 11 (23) lineer
kongrdansinin ¢ézim kiimesini elde edelim.

(21,23) = 1|11 olup 6.1.7. Teorem gereg@i ¢c6zum mevcuttur. Bu
konguansi

21x + 23y =11
seklinde vyazarak bir lineer Diophant denklemi elde ederiz.

Hatirlanacagi Uzere bu denklemi ¢dzebilmek i¢in Euclid algoritmasi
yardimiyla obebi bulmakla ise basliyorduk:
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23=121+2
21=102+1
2= 21+0
olup (21,23) = 1 oldugu elde edilir (tabii sayilar kigik oldugundan
obebi vyukarida hi¢ islem yapmadan da bulabilmistik, ama
unutmamaliyiz ki Euclid algoritmasini kullanmamizin esas amaci
tersine giderek obebi katsayilarin bir lineer bilesimi olarak ifade
etmektir). Tersine gidilerek
1=21-102
=21-10(23-21)
=21-11 + 23-(-10)
yazilir. Her iki taraf 11 ile ¢carpilarak
11 = 21121 + 23-(-110)
elde edilir. Yani 21x + 23y = 11 lineer Diophant denkleminin bir dzel
¢6zimilnd xo = 121 ve yo = -110 olarak belirleriz. O halde genel
¢6z0m t bir tamsayi olmak Uzere
x=121+ 23t ve y=-110- 21t
olarak bulunur.
6.2.2. Ornek. Lineer kongriianslar yardimiyla
48x + 7y = 17

lineer Diophant denkleminin ¢ézumlerini bulalim.

(48,7)=1 |17 oldugundan 2... Teorem geregi ¢6ziim vardir. ilk
olarak bir 6zel ¢ézim bulalim.

48x =17 (7)
kongriansini gbz énune alalim.

—x=3 (17)
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ve boylece x =4 (7) bulunur. Verilen denklemde x = 4 konularak
48.4 + 7y = 17

ve buradan y = —25 bulunur. Boylece (4,-25) ikilisi, 48x + 7y = 17’nin
bir 6zel ¢ézimu olur.

6.3. iki Veya Daha Fazla Degiskenli Lineer Kongriianslar

Burada sadece 2 degiskenli durumu inceleyecegiz. Daha fazla
degisken olmasi durumunda da benzer yolla genellestirme yapilabilir.

ax+by =c (m)

seklindeki bir kongrtiansi disunelim. Eger bir 6zel ¢dzim (Xo,Yo) ise k
ve t bir tamsayi olmak lUzere (Xo+km,yo+tm) ikilisinin de bir ¢6zim
olacagi acgiktir.

6.3.1. Teorem. ax + by = c¢ (m) lineer kongruansinin
¢6zUmandn olmasi i¢in gerek ve yeter sart d = (a,b,m) olmak lzere
d|c olmasidir.

ispat. ax + by = ¢ (m) kongriiansini by = ¢ — ax (m) olarak
ifade edelim. (Benzer olarak ax = ¢ — by (m) olarak ta ifade edebiliriz).
6.1.8. Teorem geregi bu son ifadenin ¢6zimuUndn olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (b,m)|(c — ax) olmasidir. Denk olarak ax = ¢ ((b,m))
olmasidir. Simdi bu son tek degiskenli kongriansin ¢oéziminin
olmasi igin gerek ve yeter sart ta (a,(b,m)) = (a,b,m) oldugundan ax +
by = ¢ (m) kongriansinin ¢éziminin olmasi igin gerek ve yeter sart
d|c olmasidir. %

6.3.2. Ornek. 3x — 7y = 11 (13) kongriiansinin ¢oziim
kimesini bulalim.

(3,7,13) =1 |11 oldugundan ¢6zim vardir. Simdi
3x=11+7y (13)

kongriansini katsayilarla oynayarak
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3x=24 -6y (13)
haline getirelim. (3,13) = 1 oldugundan 3 ile bélme yapilarak
x=8-2y (13)

yazilabilir. Dikkat edilirse y’nin 13 modiline gére denk olmayan her
bir degerine X'in bir tek degeri karsi gelir. Dolayisiyla

€=1(80), (6,1), (4.2), (2,3), (0.4), (11,5), (9,6),
(7.7), (5,8), (3,9), (1,10), (12,11), (10,12)}

olarak elde edilir. x'in 13 modundaki tum degerleri aldigina dikkat
ediniz.

6.3.3. Uyan. ik bakista y'ye 0'dan 12'ye kadar degerler
verilerek verilen ifadeden x degerlerinin bulunabilecegi akla gelebilir.
Ancak o6nce X'i y’'ye bagli bulmak ve daha sonra bu iglemi yapmak ¢ok
daha kolaydir.

6.3.4. Teorem. (a,m) =1 veya (bm)=1liseax + by=c (m)
kongrdansinin tam m tane ¢6zimda vardir.

ispat. (a,m) = 1 oldugunu kabul edelim. ax + by = ¢ (m)
oldugundan ax = ¢ —by (m) yazilabilir. Teorem 6.1.5. geregi (a,m) = 1
oldugundan bu son kongriansin bir tek ¢ézimu vardir. Ancak bu her
bir y degeri icin bir tektir. m modunda y’nin tam m tane degeri
oldugundan (x,y) ikilisinin de m farkli degeri bulunur. %

6.3.5. Ornek. 6.3.2. Ornekte (3,13) = 1 oldugundan (ayni
zamanda (-7,13)=1'dir) tam 13 tane ¢6zUm bulunduguna dikkat
ediniz.

6.3.6. Ornek. 7x + 8y = 6 (10) kongriiansinin ¢éziim kiimesini
bulalim.

(7,8,10) = 1]6 oldugundan o6ncelikle ¢6zimin var oldugunu
soyleyebiliriz. Verilen iki degiskenli kongriansi
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7x=6 -8y (10)
yazarsak ve x degiskenine gore ¢ozmeye calisirsak ilk olarak
-3x=6-18y (10)

elde ederiz. Burada (-3,10) = 1 oldugundan iki tarafi -3 ile bélerek

Xx=-2+ 6y (10)
veya denk olarak

x=8+ 6y (10)
bulunur. Boylecey =0, 1, 2, ..., 9 alinarak

¢ ={(8.0), (4.1), (0,2), (6,3), (2,4), (8,5), (4.6), (0,7), (6.8), (2,9)}
seklinde tam 10 tane denk olmayan ¢6zim bulunur.

Burada y’'nin katsayisi olan 8 ile mod olan 10’un obebi 2
oldugundan y’'nin O'dan 9’a kadar olan degerlerine karsilik x’in 10
modundaki tum degerleri alamadidi, ancak 10/2 = 5 farkh deger aldigdi
gOralir. Bunlar da 0, 2, 4, 6 ve 8'dir.

6.3.7. Ornek. 3x + 4y =5 (12) kongriansinin ¢6zim kiime-
sini bulunuz.

3x = 5 — 4y (12) kongruansinda y degiskenine degerler
vererek x degiskeninin degerlerini bulmayi deneriz. (3,12) = 3
oldugundan 5 — 4y’yi her zaman 3 ile bolmek mimkun degildir. O
halde y’nin uygun degerlerini bulmaliyiz. Deneme ile ilk deger y = 2
olarak bulunur. Béylece
3x=-3=9(12)
ve (3,12) = 3 oldugundan

x=3(4)
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bulunur. O halde mod 12’deki x degerleri 3, 7 ve 11'dir. Her bir x
degeri icin 12/(3,12) = 4 adet y degeri 2, 5, 8 ve 11 olarak bulunur. O
halde ¢6zim kiimesi

¢ ={(3,2), (3,5), (3,8), (3,11), (7,2), (7,5), (7,8),
(7,11), (11,2), (11,5), (11,8), (11,11)}

seklinde elde edilir.
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ALISTIRMALAR

1) atekise
ax+3ay=1 (2)
kongruansinin kag ¢6zumu oldugunu belirleyiniz.

2) Asagidaki iki degiskenli kongrianslarin ¢6zim kimelerini bulunuz.

a)2x+3y=5 (7) b)3x-2y=1 (11)
c)5x -3y =8 (17) d)3x-6y=5 (13)
e)2x+8y=5 (3) f) 3x+11ly=2 (7)
g) 7x+11ly=3 (6) h) 17x + 11y =19 (7)

3) Asagidaki iki degiskenli kongrianslarin ¢ozim kimelerini bulunuz.

a) 3x+5y=12 (15) b) 2x-5y=6 (10)
c) 4x+7y=11 (14) d) 6x—15y=0 (12)

4) Asagidaki iki degiskenli kongrianslarin ¢6zum kiimelerini bulunuz.

a)dx+7y=5 (12) b)3x+7y=8 (9)
c)4x-5y=6 (12) d)5x—-6y=7 (12)

5) (a,m), (b,m) veya (c,m)'den en az biri 1 ise

ax+by+cz=d (m)
kongriiansinin m?tane ¢6zimi oldugunu gosteriniz.
6) (am)=d>1ve (bm)=e>1ise

ax+by=c (m)
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kongriiansinin tam m?/d-e tane ¢6zimdu vardir. Bu ¢ozimlerde her bir
x degerinden m/d tane, her bir y degerinden ise m/e tane mevcuttur.
Ayni zamanda ¢6zim kimesinde m/e tane farkh x degeri, m/d tane
farkl y degeri vardir. Gosteriniz.

Not: a, b, ¢ ve m’nin hepsi ayni sayi ile bélinebilir haldeyse ilk olarak
sadelestirme yapilmalidir.

7) Asagidaki iki deg@iskenli kongrianslarin ¢gozim kimelerini bulunuz.

a)2x+3y=5 (7) b)3x—-2y=1 (11)
c)5x—-3y=8 (17) d)3x—-6y=5 (13)
e)2x+8y=5 (3) f)3x+1ly=2 (7)
g) 7x+11ly=3 (6) h) 17x + 11y =19 (7)

8) Asagidaki iki degiskenli kongrianslarin ¢6zim kimelerini bulunuz.

a)3x+5y=12 (5) b) 2x -5y =6 (10)
c)4x + 7y =11 (14) d) 6x — 15y =0 (12)
e)4x+7y=5 (12) f)3x+7y=8 (9)

g)4x—-5y=6 (12) h) 5x -6y =7 (12)

9) (a,m), (b,m) veya (c,m)'den en az biri 1 ise
ax+by+cz=d (m)
kongriiansinin m? tane ¢6zUmu vardir. Gosteriniz.

10) Asagidaki uU¢ bilinmeyenli kongruanslarin ¢6zim kidmelerini
bulunuz.

a)x+3y+4z=1 (5) b)2x+4y+5z2=3 (5)
C)2x+4y-z=3 (5) d)3x—-2y+4z=6 (12)
e)3x+6y+9z= 11 (13) f)4x+6y—-9z=36 (37)

11) Asagidaki dort bilinmeyenli kongrtanslarin ¢ézim kimelerini
bulunuz.

a)x+2y+3z+4t=5 (6) b)x+y+z+t=1 (2)
C)x+2y+z+2t=3 (4) d)3x+2y—-4z+6t=5 (12).
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12) Zi1'de
2x+y+z=3
3x—-5z=5
2X+5y—-3z=7

sistemini ¢6zinuz.

13) Asagida verilen kongrians sisteminin ¢ézim kiimesini bulunuz.

2x—3y=1 (4)
3x—-6y=2 (12).
14) ax+by+cz=d (m)

lineer kongriansinin ¢ézimuinun olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari
belirleyiniz. Bu kongriansin ¢ézimi varsa kag¢ tanedir? Olabilecek
durumlari agiklayiniz.

15) Asagidaki kongruanslarin ¢dzimlerini ve ¢6zim sayilarini
bulunuz ve sebeplerini agiklayiniz.

a)2x+5y—-7z=4 (3) b)2x +4y—-5z2=6 (3)
C)3x+2y+5z2=6 (4) d)4x -2y +6z=7 (2).
16) Zn'de

ax+by=c (m)
dx +ey=f (m)

lineer kongruans sisteminin ¢6zUmunun olmasi igin gerek ve yeter
sartlari belirleyiniz. Bu sistemin ¢6zimi varsa kag tanedir? Olabilecek
durumlari agiklayiniz.

17) Asagidaki sistemlerin ¢ézUmlerini ve ¢6zim sayilarini bulunuz ve
sebeplerini agiklayiniz.

a)2x+3y=6 (8) b)3x-2y=1 (7)
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5x—2y=5 (8) 4x -5y =4 (7)

c)3x+6y=9 (4 d)4x -6y = 15 (8)
5x+2y=8 (4) 3x—-5y=7 (8)

18) aixit ... + anxn = ¢ (M) kongriansinin ¢ézimindn olmasi igin
gerek ve yeter sartin d = (ai,az,...,an,m) olmak Uzere djc olmasi
oldugunu ve bu durumda tam dm™! tane ¢6zim oldugunu gdsteriniz.

19) (am) = (bm) =1 ise, ax + by =c (m) kongriansinin tam m
tane ¢6zUmuU oldugunu gosteriniz.

20) 3x +4y =5 (7) kongriansinin ¢bzim kiimesini bulunuz.
21) 3x + by =19 (23) kongriansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.
22) 2x + 5y =3 (7) kongriansinin ¢6zim kimesini bulunuz.

23) (am) =1 veya (b,m)=1 ise ax+by=c (m) kongriansinin
m tane ¢6zimu oldugunu gdsteriniz.

24) (a,m)=1ve (bm)=e >1ise (veya (a,m) =d > 1 ve (b,m) = 1 ise)
ax=c—Dby (m)

kongriansinda y'ye degerler verilerek bulunacak tam m tane ¢6zim

vardir. Bu m ¢ézimde her bir x dederinden tam e tane vardir (Ancak

y'ler farklidir). Gosteriniz.

25) 3x + 7y = 6 (15) kongrdansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.

26) 3x + 7y =8 (15) kongruansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.

27) 2x + 7y =5 (12) kongriansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.

28) 3x — 2y =17 (15) kongrtansinin ¢ézim kimesi nedir?

29) 3x + 4y =5 (12) kongruansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.

30) 5x + 4y = 7 (10) kongriansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.
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31) 4x - 10y = 7 (12) kongriansinin ¢ozum kimesi

a) kag elemanhdir?
b) kag farkl x degerine sahiptir?
¢) kag farkl y degerine sahiptir?

32) 6x — 9y =9 (18) kongriansinin ¢ézim kimesini bulunuz.

33) 2x + 3y + 4z =1 (5) kongruansinin ¢ézim kimesini bulunuz.

34) x + 2y + 3z =4 (5) kongriansinin ¢ézim kiimesini bulunuz.

35) 2x + 3y + 5z
kiimesini bulunuz.

36) 2x + 3y + 4z
kiimesini bulunuz.

37)

10 (12) U¢ degiskenli kongriansinin ¢ézum

10 (12) G¢ degiskenli kongriansinin ¢ézum

4x +3y =3 (14)
Bx+2y=9 (14)

kongrians sisteminin ¢ézim kimesini bulunuz.

38)

2x+5y =11 (13)
3x+4y=6 (13)

kongruans sisteminin ¢ézim kimesini bulunuz.

39) le’de

2X+3y—-z=7
3Xx—-y+4z=5
4x -3z=7

denklem sisteminin ¢6zim kiimesini bulunuz.
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7. KONGRUANS SISTEMLERI

Bu boliumde sayilar teorisinin en temel konularindan birisi olan
kongrians sistemlerini ele alacagiz. Cok cgesitli kongriians sistemleri
var olmakla beraber biz burada sadece ayni moda sahip olan iki
degiskenli lineer kongruanslarin olusturdugu sistemleri ve bunun
sonrasinda da farkli modlarda verilmis olan iki degiskenli lineer
kongrianslarin olusturdugu sistemleri ele alacagiz.

Kongruanslarin ayni modda verilmesi durumunda ¢6zim
yontemi lineer denklem sistemleriyle tamamen aynidir. Lineer
denklem sistemlerinde kullanilan yerine koyma veya yok etme
yontemleri gibi yontemlerden herhangi birisi kullanilarak ¢6zim
yapllabilir. Ancak kongrianslarin farkli modlarda verilmesi durumunda
durum biraz daha karmasiktir. Bu durumla ilgili en meshur sonug
Cinlilerin kalanlar teoremi denilen teoremdir. Bu bdlimde bu teoremi
ve sonuglarini ele alacagiz.

7.1. AYNI MODA SAHIP KONGRUANSLAR

Bu kisimda ayni modda verilen iki degiskenli iki kongriansin
ortak ¢6zimunU nasil bulacagimizi bir drnekle gérecegiz. Degisken
ve denklem sayisinin daha fazla olmasi durumunda da benzer
yontemlerle ¢6zUm aranabilir.
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7.1.1.0rnek: x+y = 8 (13)
2x + 3y =12 (13)

kongruans sistemini ¢ézelim.
Bu kongrianslardan ilki -2 ile ¢arpilirsa

-2x - 2y =-16 (13)
2x + 3y =12 (13)

ve taraf tarafa toplama yapilirsa y = -4 = 9 (13) olur. Bu deger verilen
iki kongrUanstan herhangi birisinde yerine yazilirsa, o6rnegin ilk

kongrianstan 9 + x = 8 (13) ve bodylece x = -1 = 12 (13) ¢6zimdi
bulunur. O halde ¢dziim ikilisi (x, y) = (12, 9 ) olarak bulunur.

7.1.2. Uyari: Ayni moda sahip kongrianslarin sisteminin
¢6zumunde lineer denklem sistemlerinin ¢ézimune benzer yol izlenir.

7.2. FARKLI MODLARA SAHIP KONGRUANSLAR
Bu kisimda farkh modlardaki kongrianslardan olusan
kongrians sistemlerinin ¢ézim ydntemlerini ve bununla ilgili olarak ta

Cinlilerin kalanlar teoremini ele alacagiz.

7.21.0rnek: x=3 (6)
x =11 (15)

kongriians sistemini ¢ézelim.
x = 3 (6) oldugundan a bir tamsayi olmak Uzere x = 3 + 6a ve
x = 11 (15) oldugundan b bir tamsayi olmak Uzere x = 11 + 15b
yazilabilir. Sistemin ¢6zimunUn olmasi i¢in a ve b sayilarinin
3+6a=11+15b

olacak sekilde, denk olarak ta

6a—15b =8
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lineer Diophant denklemini saglayacak sekilde bulunabilmesi gerekir.
Ancak (6,15) = 318 oldugundan bu denklem ¢dzllemez.

Simdi de agagidaki kongruans sistemini ele alalim.

7.2.2. Ornek: x=3 (4)
x=5 (7)

kongrians sistemini ¢ozelim. Bu kongrians sistemi 6rnegin dorder
dorder sayildiginda 3; yediser yediser sayildiginda 5 kalan bir ceviz
torbasindaki cevizlerin ka¢ tane oldugunu bulma probleminin
¢o6zUmunde kullanilabilir.

x =3 (4) kongriansindan a bir tamsayi olmak tUzere x = 3 +
4a ve benzer olarak x =5 (7) kongriansindan da b bir tamsayi olmak
Uzere x =5 + 7b yazilabilir. O halde 3 + 4a =5 + 7b ve denk olarak

4a -7b=2

lineer Diophant denklemi saglanmalidir. Burada (4,7) = 1/2
oldugundan ¢6zim vardir. C6zimU elde edebilmek icin 2. Bélimde
gordigumiz gibi 6nce katsayilarin obebini Euclid algoritmasini
kullanarak bulmali ve sonra da 2’yi bu katsayilarin lineer birlegimi
olarak ifade ederek bir 6zel ¢6zUm elde etmeliyiz.

7=14+3
4=13+1
3=31+0

oldugundan tersine gidilerek

1=4-3=4-(7-41)
1=4(2) -741)

ve bdylece
2=4(4)-7.2)
esitligi elde edilir. Yani a = 4 ve b = 2 bulunur. Bu degerler yukaridaki

esitliklerden birisinde yerine konularak
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XxX=3+44=19

bulunur. Yani torbada 19 ceviz vardir. Aslinda torbada 19 degil de 47,
75, 103, 131, 159, ... ceviz de olsaydi bu soru ayni kongrianslar
yardimiyla ¢6z0lirdd. Yani bu kongriians sisteminin bir ¢ok ¢6zimu
mevcuttur. Ancak bu yéntemde x’in hangi modda bulunacagi elde
edilemez. Bu yuzden ikinci bir ydntem izlenir.

x =3 (4) kongruansindan yukaridaki gibi a bir tamsayi olmak
Uzere x = 3 + 4a olarak yazilir. Bu deger diger kongriansta x yerine
yazilirsa

3+4a=5(7)

tek degiskenli lineer kongruansi elde edilir. Bu kongruansin 4a =2 (7)
veya denk olarak 4a = 16 (7) seklinde yazilmasiyla (4,7) = 1
oldugundan a =4 (7) elde edilir. Bunu da b bir tamsayi olmak tzere a
= 4 + 7b seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla

Xx=3+4a
=3+ 4(4 +7b)
=19+ 28b
ve denk olarak
X =19 (28)

¢6zUmu bulunur.

7.2.3. Sonug. Farkli modile sahip olan kongruanslarin bir
sisteminin ¢6ziminde yerine koyan metodu kullanilir. Cikan sonug,
moddllerin carpimi ile elde edilen moduldedir. Ancak bu modduller
aralarinda asalken dogrudur. Genelde ise asagidaki sonug¢ dogrudur.

7.2.4. Teorem. x=a (m)
x=b (n)

sisteminin ¢éziminin olmasi i¢in gerek ve yeter sart a = b ((m,n))
olmasidir. Eger bir ¢6zlim varsa bu ¢6zUm [m,n] modundadir.
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ispat: ilk kongriianstan k bir tamsayi olmak lizere x = a + mk
yazar ve bunu ikinci kongriansta yerine koyarsak

a+mk=b(n)
kongruansi ve denk olarak ta

mk=b -a(n)
tek degiskenli lineer kongriansi elde edilir. Bu kongruansin
¢6zimilndn olmasi igin gerek ve yeter sart (m,n)|(b — a) olmasi yani a

=b ((m,n)) olmasidir.

ikinci olarak bu sistemin ¢dzimiinin mevcut oldugunu
varsayalim.

ilk kongruanstan k bir tamsayl olmak Uzere, x = a + mk
yazariz. Bu deger ikinci kongriansta yerine konuldugunda

a+mk=b (n)

veya denk olarak, mk = b — a (n) kongriansi elde edilir. Bu son

kongriansin ko ¢o6zimi ise

modundadir. Bu ¢6zim t bir
(m,n)

n
m,n)
+ mk esitliginde yerine konularak

tamsayi olmak Uzere k = ko + t seklindedir. Bu yukaridaki x = a

x=a+m(ko + N t)
m,n)
=a+mko + mn t
(m,n)

seklinde distndlebilir. Yani ¢ozim istenildigi gibi % = [m,n]
m,n

modundadir.
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7.2.5. Ornek. x=3 (14)
x=7 (16)

kongrians sisteminin ¢ézim kimesini bulalim.

(14,16) = 2 ve 3 = 7 (2) oldugundan 7.2.4. Teorem geregi
sistemin bir ¢6zimu vardir. x = 3 (14) kongruansindan a bir tamsayi
olmak Uzere x = 3 + 14a yazilabilir. Bu deger ikinci kongrlansta
yerine konuldugunda

3+ 14a=7 (16)

ve denk olarak
14a =4 (16)

kongruansi elde edilir. Buradan 14 yerine -2 yazilarak
—2a =4 (16)

kongriansina ulasinz. (2,16) = 2 oldugundan a = -2 (8) ve denk
olarak da a = 6 (8) bulunur. Son olarak b bir tamsayi olmak lzere a =
6 + 8b yazildiginda

X =3+ 1l4a
= 3 + 14(6+8b)
=87+ 112b

ve bdylece x = 87 (112) elde edilir. Burada 112 = [14,16] olduguna
dikkat ediniz.

Simdi gegmisi binlerce yil 6ncesine dayanan ve bu tdrld
kongrians sistemlerinin ¢ézumunde kullanilan bir sonucu goérecegiz.
Bu sonucun burada goérecegdimiz sekli problemin en basit sekli olan
modlarin aralarinda asal oldugu ve baskatsayilarin 1 oldugu duruma
aittir. Daha genel durumlar, alistirmalarda ele alinmistir.

7.2.6. Teorem (Ginlilerin Kalanlar Teoremi). 1 <i<j<nigin
(m;,m;) =1 ise
X=a (ml)

44



X E‘az (my)

X z'an (mp)

n

lineer kongriians sisteminin m = [ ]m; modunda bir tek ¢ozimd
i=1

vardir.

ispat. x = a1 (M), X = a2 (My), ..., X = a, (My) Sisteminin
¢6zUimunlin olmasi igin alinacak her kongrians ciftinin ¢ézimunun
olmasi gerekeceginden herhangi iki i ve j indeksi icin

x=a (m)vex=a; (M)

kongruanslarinin bir ¢céziuminun olmasi gerekir. 7.2.4. Teorem geregi
bu iki kongriansli sistemin ¢6zima

(mi,m;) | (a — a)

iken vardir. O halde her i, j indeks c¢ifti icin (m;,m;)|(a; — &) oluyorsa x =
ai (m;) sisteminin ¢6zUmu olacaktir. Ancak 1 <i<j<nigin (mi,m) =1
verildiginden ve 1|(a; — a;) olacagindan sistemin ¢ézimu mevcuttur.

ikinci olarak ¢éziimiin hangi modda bulunacagini belirleyelim. ilk iki
kongruansla ise baglayalim. 7.2.4. Teoreme goére ilk iki kongriansin
ortak ¢6zUmu [mi,m;] modundadir. Bu sekilde devam edilerek
sistemin [m1,my,...,my] modunda bir tek ¢ézimunun oldugu goéruldr.
Ancak m; sayilari aralarinda asal olduklarindan [mi,ma,....m,] =
mimo...m, oldugu aciktir. Yani bu n kongrianstan olusan sistemin
¢6zUmu modlarin ¢arpimiyla elde edilen moddadir. &

ikinci ispat. Bir tek kongriians varsa c¢dziim asikardir.
Varsayalim ki n’den daha az sayida kongrlans iceren yukaridaki tipte
her sistemin ¢6zUmuU olsun. 1 < i < j < n igin, (m;,m;) = 1 olacak
sekildeki mi'ler igin

x=a (m)
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kongrians sistemini ele alalim. Bu n kongruanstan son n-1 tanesi
varsayim geregi c¢Ozulebilirdir. Cézim olarak ta, M = myms...m,
modunda bir kongriians elde edilir. Yani n kongrianstan olusan
sistem, iki kongriianstan olusan

x=a:1 (m1) ve x=A (M)
gibi bir sisteme donulsur. y bir tamsayi olmak lzere

X =ar+ myy
yazilirsa

aitmy=A (M)
veya

miy=A-a (M)
elde edilir. (m1,M) = 1 oldugundan, bu son kongriiansin mod M’de bir
’Eek ¢OzUmU vardir. Bu ¢ézim y = A° (M) ise, z bir tamsay! olmak
Uzere

y=A+ Mz,
yazilabileceginden

X =ai + my(A + Mz)

= (a1 + mA) + mMz

ve denk olarak

X=ar+mA (miM)
veya

X=ar+mA (mm ... mp)

seklinde ¢ozimun tekligi elde edilir. &
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7.2.7. Ornek. x=6 (17)
x=4 (11)
x=5 (6)
kongruans sisteminin ¢6zlim kimesini bulalim.

(17,11) = (17,6) = (11,6) = 1 oldugundan sistemin ¢6zimu
vardir.

X =6 (17) kongrGiansini a bir tamsay! olmak lUzere x =6 + 17a
seklinde yazabiliriz. Bu degeri ikinci kongriansta yerine yazarak

6+17a=4 (11)
kongrtansini ve denk olarak
17a=-2 (11)

kongriansini elde ederiz. Gerekli katsay1 ayarlamalarindan sonra bu
kongriansi

6a=9 (11)
sekline déndstririz ve bunu da
-5a=20 (11)

olarak yazabiliriz. (5,11) = 1 oldugundan bu kongriansin ¢ézimu a =
-4 (11) yadaa=7 (11) seklinde bulunur. b bir tamsayi olmak tzere
a =7 + 11b olarak yazariz ve bu yukarida yerine konuldugunda

X =6+ 17-(7 + 11b)
= 125 + 187b

olarak bulunur. Simdi de bu deger Ugilncli kongriansta yerine
konularak

125+ 187b =5 (6)
veya denk olarak
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b=0 (6)
elde edilir. ¢ bir tamsayi olmak Gizere b = 6¢ yazilarak

x = 125 + 187-(6c)
= 125 + 1122¢

ve sonug olarak
x =125 (1122) bulunur.

7.2.8. Ornek. x=8 (5)

x=5 (3)
x=11 (7)
x=2 (4

kongrdanslarinin ortak ¢éziminu bulalim.

(5,3) = (5,7) = (54 = (3,7) = (34) = (7,4) = 1 oldugundan
¢6zum vardir. llk kongrianstan a bir tamsayi olmak Uzere

X =8+ 5a

yazilir ve ikinci kongruansta yerine yazilirsa
8+5a=5 (3)

ve denk olarak
2a=2 (3)

bulunur. (2,3) = 1 oldugundan a =1 (3) bulunur. b bir tamsayi olmak
Uzere a =1 + 3b yazilirsa x degeri

Xx=3+5(1+3b)
=8+ 15b

olarak elde edilir. Bu deger l¢linci kongriansta yerine konuldugunda
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8 + 15b = 11 (7)

ve bdylece de b =3 (7) elde edilir. ¢ bir tamsayi olmak lGzere

b=3+7c
yazilarak yukarida yerine konulursa
x =8+ 15b
=8+ 15.(3 + 7¢c)
=53 + 105c¢
elde edilir. X'in bu degeri son kongrtansta yerine konularak
53+ 105c=2 (4)
ve buradan
c=1 ()
elde edilir. d bir tamsayi olmak lzere
c=1+4d
yazilarak

x = 53 + 105(1 + 4d)
= 158 + 420d

ve denk olarak
X =158 (420)

sonucuna ulasilir.
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ALISTIRMALAR
I)m+n=7ise

X
X

a (m)
2a (n)

sisteminin ¢6zUma var midir?

2) x=a (m)
x=a (mn)

sisteminin ¢ézimuandn

x=a (mn)
oldugunu gésteriniz.
3) x=a (m)
x=a (n)

sisteminin ¢ézimindn x=a ([m,n]) oldugunu goésteriniz.

4) x=a (my)
x=a (my)
x=a (ms)

kongrians sisteminin ¢éziminin x = a  ([mi1,mz,ms]) oldugunu
gosteriniz.

5)

X X X
e
NINDN
—~
)
N N N
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kongrians sisteminin ¢ézimuand bulunuz.

6) x=1 (2)
x=1 (3)
x=1 (4)

kongrians sisteminin ¢6zUmu nedir?

7) Bir torba ceviz 7’ser 7’ser, 9’ar 9'ar ve 11’er 11’er sayilinca hep 2
ceviz kaliyor. Torbada 1.000 ile 1.500 arasinda ceviz oldugu
bilindigine gbére kag ceviz vardir?

8) Cinlilerin kalan teoremini ispat ediniz:

“‘m1, my, ...,m, ikiser ikiser asal olmak Uzere

X=ax (ml)
X=ay (mz)

x.s an (mn)

lineer kongruans sisteminin mim,...m, modunda bir tek ¢6zimu
vardir.”

9) Cinlilerin kalan teoreminin asagidaki farkli halini ispatlayiniz:
“m4, ..., ms ikiser ikiser asal olan tamsayilar olsun.

M= m;...mg

diyelim. Her bir i icin (a;,m;) = 1 olacak sekilde ay, ..., as tam sayilarini
alalim. Bu durumda

aiX = b1 (ml)
asX = bs (ms)

sisteminin M modunda bir tek ¢6zUma vardir. ”
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10) aixX = b1 (ml)
axX = bz (mz)

anx=bn  (My)

kongrians sisteminin [mi,my, ...,my] modunda bir tek ¢ézimu vardir.
Gdsteriniz. (bu Cinlilerin kalan teoreminin genel hali olarak bilinir)

11) x=2 (3)
x=3 (5)
x=2 (7)

sistemini Cinlilerin kalan teoreminden faydalanarak ¢ozinuz.

12) Her bir n degeri icin her biri 1’den buyuk bir tam kareye
bdllnebilen n ardigik sayinin varligini gésteriniz.

13) 50 kisiyi gecmeyen bir sinifta, Sayilar Teorisi dersini alan
ogrenciler Cinlilerin kalan teoremini calismak Uzere esit gruplara
bélinmeye calisiyorlar. Ucerli gruplara bolinmek istediklerinde 2
ogrenci, dorderli gruplara bdlinmek istediklerinde 1 6grenci artiyor.
Beserli gruplar yapabilmeleri icin 6gretim Uyesinin de bir grupta yer
almasi gerekiyor. Sinifta kag kisi vardir ?

14) 2
3)
4)

kongruans sistemini saglayan x degeri icin, 100 < x < 110 oldugu
bilindigine gbre x nedir?

X X X
e
WN P

15) (5)
(6)

(15)

X X X
1] 1
=N W

kongrians sisteminin ¢6zUmu nedir?

16) x=2 (3)
x=3 (6)

52



kongrians sisteminin ¢6zumu nedir?

17) )
(4)

(6)

kongrians sisteminin ¢ézimu nedir?

X X X
i
w weE

18) x=1 (3)
x=5 (8)
x=11 (17)

kongrians sisteminin ¢6zumu nedir?
19) (2)
(3)
(5)
(7)

kongrians sisteminin ¢ézimu nedir?

X X X X
[
aawmN e

20) m=p,*p,”..p* birlesik bir sayi olsun. ax = b (m) kongriiansinin
¢dzUmlerinin, modlari aralarinda asal olan asal kuvvetler olan
ax=b (piei) kongruanslarinin ortak ¢6zumulyle ayni oldugunu

goOsteriniz.
21) 3x=11 (2.275)

kongriansini daha kuguk modlara sahip kongruanslarin bir sistemine
donusturerek ¢oziundz.

22) x*=1 (3)
Xx=2 (4

kongrians sisteminin genel ¢ézimuind bulunuz.
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